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Poglavlje 1

Linearna aproksimacija

funkcija vi²e varijabla,

tangencijalna ravnina,

diferencijal.

1.1 Tangencijalna ravnina

Prou£avamo sljede¢i problem: za plohu danu jednadºbom (implicitnom ili eks-
plicitnom) treba na¢i tangencijalnu ravninu koja prolazi danom to£kom (na
samoj plohi ili se nalazi izvan nje).

Formula koju ovdje koristimo glasi: neka je T0(x0, y0, z0) neka to£ka na plohi

zadanoj eksplicitno jednadºbom z = f(x, y). Ako postoje fx(x0, y0) i fy(x0, y0)
(i vrijede jo² neki uvjeti koji nas ovdje ne¢e zanimati), onda ploha u to£ki T0

ima tangencijalnu ravninu i njena jednadºba glasi

fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)− (z − z0) = 0.

Primjer 1 Odredite tangencijalnu ravninu na graf funkcije f(x, y) = y
√

x −
y2 − x + 6y povu£enu u to£ki (4, 1, z0) tog grafa.

Rje²enje: Najprije ¢emo odrediti to£ku z0 iz £injenice da je to£ka (4, 1, z0)
na grafu funkcije f − to zna£i da koordinate te to£ke zadovoljavaju jednakost
(uz x0 = 1, y0 = 1)

z0 = f(x0, y0) = f(4, 1) = 1 ·
√

4− 12 − 4 + 6 · 1 = 3.

Kako bismo iskoristili formulu za tangencijalnu ravninu potrebno je jo² izra£u-
nati fx(x0, y0) i fy(x0, y0):

fx(x, y) =
y

2
√

x
− 1 ⇒ fx(4, 1) =

1
2
√

4
− 1 =

1
4
− 1 = −3

4

fy(x, y) =
√

x− 2y + 6 ⇒ fy(4, 1) =
√

4− 2 · 1 + 6 = 6.
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Sada prema formuli za jednadºbu tangencijalne ravnine imamo

−3
4
(x− 4) + 6(y − 1)− (z − 3) = 0 / · (−4)

3x− 12− 24y + 24 + 4z − 12 = 0
3x− 24y + 4z = 0

Primjer 2 Izra£unajte tangencijalnu ravninu plohe z = x2y u to£ki (2, 1, 4).
Rje²enje: Najprije provjeravamo da se to£ka (2, 1, 4) doista nalazi naplohi

z = x2y: 4 = 22 ·1. Potom ra£unamo vrijednosti prvih derivacija u to£ki (2, 1, 4):
zx(x, y) = 2xy ⇒ zx(2, 1) = 4
zy(x, y) = x2 ⇒ zy(2, 1) = 4.

Jednadºba ravnine dobiva se uvr²tavanjem u gornju formulu:

4(x− 2) + 4(y − 1)− (z − 4) = 0 ⇒ 4x + 4y − z = 8.
Napomena: Moºe se dogoditi da je potrebno na¢i tangencijalnu ravninu na
plohu koja nije zadana eksplicitno. Za implicitno zadanu plohu F (x, y, z) = 0
koristimo sljede¢u formulu za tangencijalnu ravninu u to£ki (x0, y0, f(x0, y0) =
z0) na plohi :

Fx(x0, y0, z0)(x− x0) + Fy(x0, y0, z0)(y − y0) + Fz(x0, y0, z0)(z − z0) = 0.

Primijetite da je formula za tangencijalnu ravninu na plohu zadanu eksplicitno
dobivena iz ove formule ako se uzme da je u eksplicitnom slu£aju funkcija F
dana s F (x, y, z) = f(x, y)− z.

Primjer 3 Odredite tangencijalnu ravninu plohe P . . . xz2 + x2y = 6 povu£ene
u to£ki M(x > 0, 2, 1).

Rje²enje: Izra£unajmo najprije koordinatu to£ke x. Kako se to£ka M nalazi
na plohi, njene koordinate moraju zadovoljavati jednadºbu plohe. Uvr²tavanjem
i kori²tenjem £injenice x > 0 imamo

x + 2x2 = 6 ⇒ x = 3
2 .

Ra£unamo dalje prve derivacije funkcije F (x, y, z) := xz2+x2y−6, uvr²tavaju¢i
potom koordinate to£ke M( 3

2 , 2, 1):
Fx(x, y, z) = z2 + 2xy ⇒ Fx( 3

2 , 2, 1) = 7
Fy(x, y, z) = x2 ⇒ Fy( 3

2 , 2, 1) = 9
4

Fz(x, y, z) = 2xz ⇒ Fz( 3
2 , 2, 1) = 3

Jednadºba ravnine glasi:

7(x− 3
2 ) + 9

4 (y − 2) + 3(z − 1) = 0 ⇒ 28x + 9y + 12z = 72.

Primjer 4 Na plohi x2+y2−z2−2x = 8 na�ite to£ke u kojima je tangencijalna
ravnina paralelna s koordinatnom ravninom y = 0.

Rje²enje:

Tangencijalna ravnina na zadanu plohu ¢e u nekoj to£ki (x0, y0, z0) biti paralelna
na ravninu y = 0 ako su vektori normala tih ravnina kolinearni.

Na�imo najprije op¢i oblik tangencijalne ravnine na plohu x2 +y2−z2−2x = 8
za proizvoljnu to£ku plohe (x0, y0, z0). S obzirom da je ploha zadana implicitno,
de�niramo F (x, y, z) := x2 + y2 − z2 − 2x− 8 i ra£unamo
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Fx(x, y, z) = 2x− 2 ⇒ Fx(x0, y0, z0) = 2x0 − 2
Fy(x, y, z) = 2y ⇒ Fy(x0, y0, z0) = 2y0

Fz(x, y, z) = −2z ⇒ Fz(x0, y0, z0) = −2z0.

Stoga jednadºba tangencijalne ravnine glasi

(2x0 − 2)(x− x0) + 2y0(y − y0)− 2z0(z − z0) = 0 / : 2
(x0 − 1)x + y0y − z0z − (x2

0 + y2
0 − z2

0 − 2x0) = x0.

Kako je (x0, y0, z0) na plohi, ta to£ka zadovoljava jednadºbu plohe, tj. vrijedi
x2

0 + y2
0 − z2

0 − 2x0 = 8, pa sre�eni oblik jednadºbe tangencijalne ravnine glasi

(x0 − 1)x + y0y − z0z = 8 + x0 (∗)
Zadano je da ova ravnina mora biti paralelna ravnini y = 0, pa imamo koli-
nearnost me�u vektorima normala: x0−1

0 = y0
1 = −z0

0 . Odavdje izlazi x0 = 1,
z0 = 0, ²to uvr²tanjem u jednadºbu plohe daje y2

0 = 9. Imamo dva rje²enja:

(1) y0 = 3. Zajedno s x0 = 1, z0 = 0 imamo to£ku (1, 3, 0). Uvr²tanjem u (∗)
dobivamo da je jednadºba tangencijalne ravnine 3y = 9, tj. y = 3.

(2) y0 = −3. Zajedno s x0 = 1, z0 = 0 imamo to£ku (1,−3, 0). Uvr²tanjem u
(∗) dobivamo da je jednadºba tangencijalne ravnine 3y = −9, tj. y = −3.

Zaklju£ak je da se u dvije to£ke na plohi postiºe uvjet paralelnosti tangencijalne
ravnine s y = 0. To su to£ke (1, 3, 0) i (1,−3, 0), a tangencijalne ravnine su
y = 3 i y = −3, redom.

Zadatak 5 Odredite jednadºbu tangencijalne ravnine na plohu P . . . z−xy = 0
koja je okomita na pravac x

2 = y−π
1 = z+3

1 .

Zadatak 6 Odredite jednadºbu tangencijalne ravnine plohe x2 +2y2 +3z2 = 1
paralelne sa 2x + y + 3z = 1.

Zadatak 7 Odredite ravninu tangencijalnu na elipsoid x2 + 2y2 + z2 = 1 koja
je usporedna ravnini zadanoj jednadºbom x− y + 2z − ln 2 = 0.

Zadatak 8 Sfera Σ zadana je jednadºbom x2 + y2 + z2 − 1 = 0. Odredite
jednadºbu tangencijalne ravnine na Σ koja sadrºi to£ke T1(1, 3, 1), T2(2, 1, 1).

1.2 Linearna aproksimacija funkcija dviju varija-

bla

Koristimo sljede¢u formulu linearne aproksimacije za pribliºnu vrijednost funk-
cije f u to£ki (x0 + ∆x, y0 + ∆y):

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) ≈ f(x0, y0) + fx(x0, y0) ·∆x + fy(x0, y0) ·∆y.

Napomena:

Ova se formula naj£e²¢e koristi za izra£unavanje vrijednosti funkcije f u to£-
kama koje se nalaze dovoljno blizu to£kama £iju je funkcijsku vrijednost lako
izra£unati. Dakle, u pravilu su ∆x i ∆y "dovoljno" mali da stvarna vrijednost
funkcije u to£ki odgovara aproksimativnoj vrijednosti danoj gornjom formulom.
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Primjer 9 Zadana je funkcija f(x, y) = x2 + y2 − 4x2y2. Kori²tenjem formule
za linearnu aproksimaciju izra£unajte pribliºno f(1.95, 2.1).

Rje²enje:

Najprije odredimo to£ku (x0, y0) = (2, 2) koja se nalazi "dovoljno" blizu
zadanoj to£ki, a potom i ∆x = −0.05, ∆y = 0.1. Kako bismo iskoristili formulu
za linearnu aproksimaciju, potrebno je izra£unati vrijednost funkcije u to£ki
(x0, y0), kao i vrijednosti parcijalnih derivacija prvog reda u toj to£ki:

f(2, 2) = 22 + 22 − 4 · 22 · 22 = −56
fx(x, y) = 2x− 8xy2 ⇒ f(2, 2) = 2 · 2− 8 · 2 · 22 = −60
fy(x, y) = 2y − 8x2y ⇒ f(2, 2) = 2 · 2− 8 · 22 · 2 = −60,

pa uvr²tavanjem u formulu dobivamo

f(1.9, 2.1) ≈ f(2, 2) + fx(2, 2) ·∆x + fy(2, 2) ·∆y =
= −56− 60 · (−0.05)− 60 · 0.1 = −56− 60 · 0.05 = −56− 3 = −59.

Primjer 10 Izra£unajte pribliºno
3
√

5.7 + 4
√

15.8.
Rje²enje: Kao i obi£no u zadacima s ra£unom pribliºne vrijednosti, po-

trebno je formirati funkciju koja opisuje gornji izraz. Ovdje ¢e to o£ito biti
funkcija f(x, y) dviju varijabli dana s f(x, y) = 3

√
x + 4

√
y. To£ka s kojom ra-

dimo je (5.7, 15.8), pa je x0 + ∆x = 5.7, y0 + ∆y = 15.8. Odavdje izlazi da je
najprikladnije uzeti (biramo najbliºe "lijepe" vrijednosti) x0 = 6, ∆x = −0.3 te
y0 = 16, ∆y = −0.2. Ra£unamo sve sumande koji su potrebni za desnu stranu
formule:

f(x0, y0) = f(6, 16) = 3
√

6 + 4
√

16 = 3
√

6 + 2 = 2
fx(x, y) = 1

3 (x + y
1
4 )−

2
3 ⇒ fx(6, 16) = 1

3 · 8
− 2

3 = 1
12

fy(x, y) = 1
3 (x + y

1
4 )−

2
3 · 1

4y−
3
4 ⇒ fy(6, 16) = 1

12 ·
1
4 · 16−

3
4 = 1

12 ·
1
4 ·

1
8 = 1

384

Sada je

3
√

5.7 + 4
√

15.8 = f(5.7, 15.8) ≈
≈ f(6, 16) + fx(6, 16) · (−0.3) + fy(6, 16) · (−0.2) =

= 2− 1
12
· 3
10
− 1

384
· 1
5

=
3791
1920

.

Zadatak 11 Koriste¢i formulu za linearnu aproksimaciju izra£unajte pribliºno
vrijednost izraza:

(1)
√

5.8 + 3
√

1− 3.12

(2)
3
√

6.1 +
√

3.98

(3) 1.052

3
√

7.9· 4
√

1.053

Zadatak 12 Odredite pribliºno z(0.2, 0.9) ako je z = z(x, y) zadana implicitno
s xyz + x3 + y3 + z3 − 28 = 0.
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Primjer 13 Izra£unajte pribliºno polumjer opisane kruºnice pravokutnika stra-
nica a = 6.2, b = 7.8.

Rje²enje: Lako se vidi da za promjer 2r kruºnice opisane pravokutniku
vrijedi (2r)2 = a2 + b2, pa je r = 1

2

√
a2 + b2. Stoga de�niramo r = r(a, b) =

1
2

√
a2 + b2 da bude funkcijska ovisnost polumjera kruºnice opisane pravokutniku

stranica a i b. U na²em slu£aju treba izra£unati r(6.2, 7.8), pa de�niramo a0 = 6,
∆a = 0.2, b0 = 8, ∆b = −0.2. Ra£unamo:

r(6, 8) = 1
2

√
62 + 82 = 5

ra(a, b) = 1
2 (a2 + b2)−

1
2 · 2a = a√

a2+b2
⇒ ra(6, 8) = 6

10 = 3
5

rb(a, b) = . . . = b√
a2+b2

⇒ rb(6, 8) = 8
10 = 4

5 .

Sada je

r(6.2, 7.8) ≈ r(6, 8)+ra(6, 8) · (0.2)+rb(6, 8) · (−0.2) = 5+ 3
5 ·

1
5 −

4
5 ·

1
5 = 124

25 .

Zadatak 14 Izra£unajte pribliºno polumjer kruºnice sa sredi²tem u ishodi²tu
koja prolazi to£kom T (6.9, 24.2).

Zadatak 15 Izra£unajte pribliºno promjenu oplo²ja uspravne kvadratne prizme
povr²ine pla²ta P = 48 i obujma V = 36, ako se stranica pove¢a za 0.02, a visina
smanji za 0.03.

Zadatak 16 Zatvoreni sanduk kojemu su vanjske dimenzije 10 cm, 8 cm i 6 cm
napravljen je iz ²perplo£a debljine 2 mm. Odredite pribliºno koli£inu materijala
utro²enog za izradu sanduka.

Zadatak 17 Izra£unajte pribliºno 1.002 · 2.0032 · 3.0043 (koristi se formula
analogna gornjoj, ali za funkciju triju varijabli).

1.3 Diferencijal

Diferencijal df(x, y) funkcije dviju varijabli f(x, y) ra£unamo prema formuli

df(x, y) = fx(x, y)dx + fy(x, y)dy.

Primjer 18 Izra£unajte diferencijal funkcije f(x, y) = x2 + y2 − 4x2y2.

Rje²enje: Najprije ra£unamo parcijalne derivacije prvog reda funkcije f(x, y):

fx(x, y) = 2x− 8xy2

fy(x, y) = x2 − 8x2y,

te nakon toga moºemo prema gornjoj formuli odmah napisati diferencijal:

df(x, y) = (2x− 8xy2)dx + (x2 − 8x2y)dy.

Primjer 19 Izra£unajte diferencijal funkcije f(x, y) = x2 cos xy.

Rje²enje: Iz ra£una parcijalnih derivacija prvog reda

fx(x, y) = 2x cos xy − x2 sin(xy) · y = 2x cos xy − x2y sinxy

fy(x, y) = −x2 sinxy · x = −x3 sinxy
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slijedi da diferencijal ove funkcije glasi

df(x, y) = (2x cos xy − x2y sinxy)dx− x3 sinxydy

Zadatak 20 Izra£unajte diferencijal sljede¢ih funkcija:

(1) f(x, y) = 5x3y2 − 9

(2) f(x, y) = ex−2y

(3) f(x, y) = arcsin xy2

(4) f(x, y) = x4 sinxy3

(5) f(x, y) = sin ex−y

(6) f(x, y) =
√

1− x2 − y2

(7) f(x, y) = x3 ln 1 + xy−
3
5

(8) f(x, y) =
√

3x5y − 7x3y

(9) f(x, y) = x+y
x−y

(10) f(x, y) = y−
3
2 tan−1 x

y .
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